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APUNTES DE CATEDRA Y EJERCICIOS

1. UNIDAD 1

ESTADISTICA DESCRIPTIVA.

1. Considere los datos biométricos y sociales que fueron muestreados a
partir del curso de Estadistica, GEO-1138, del primer semestre 2014.
Ejecutar un completo estudio descriptivo de los mismos.

2. La siguiente informacién corresponde a los didmetros en [m/m| de los
pernos producidos por una maquina en un dia.

721 67|62 |81 |78
61 | 77| 71|64 |73
76 | 7T |67 | 72|76
76| 72163 | 73|65
67169 | 71| 72|84

A partir de esta muestra: (a) Construir una tabla de frecuencias de 5
clases o intervalos, (b) construir el histograma, la poligonal y la ojiva,
(c) calcular los principales estadigrafos de posicién y de dispersion,
a partir del conjunto original de datos, (d) calcular el promedio, la
varianza, y la desviacion estandar utilizando la tabla de frecuencias,
(e) se pide calcular el porcentaje de alumnos cuya calificacién se ubica
en el intervalo indicado: T + s, T + 25, y T * 3s.

3. Los siguientes datos corresponden al ntimero de vehiculos particulares
que pasaron por cierta arteria de Temuco durante cada uno de los dias
del mes de marzo:



130 | 125 | 157 | 138 | 170 | 137
128 | 112 | 159 | 148 | 136 | 173
158 | 153 | 145 | 127 | 119 | 143
120 | 148 | 118 | 163 | 141 | 151
169 | 136 | 119 | 137 | 129 | 175

Con esta informacion: (a) construir una tabla de frecuencias de 5 clases
o intervalos, (b) calcular el promedio, la varianza y la desviacién estandar,
a partir del conjunto original de datos, (¢) graficar los datos a partir
de la tabla de frecuencias.

. En el mes de febrero de 1968 las temperaturas maximas que se regis-
traron en Santiago fueron:

28.0 | 26.0 | 29.6 | 24.6
275 (245|245 30.2
31.2 | 28.2 | 28.6 | 21.8
35.2 |1 26.0 | 23.7 | 25.0
34.7 |1 26.8 | 31.1 | 27.0
26.8 | 29.6 | 29.2 | 24.6
225 29.6 | 22.7 | 28.1

A partir de esta muestra: (a) Construir una tabla de frecuencias de 8
clases o intervalos, (b) construir el histograma, la poligonal y la ojiva,
(c) calcular los principales estadigrafos de posicién y de dispersion,
a partir del conjunto original de datos, (d) calcular el promedio, la
varianza, y la desviacion estandar utilizando la tabla de frecuencias,
(e) se pide calcular el porcentaje de alumnos cuya calificacién se ubica
en el intervalo indicado: T + s, T + 25, y T * 3s.

. Un tren lleva 600 pasajeros, cuya estatura media es 1.70[m]. Si los 2/3
son mujeres cuya estatura media es 1.60[m]. ;Cudl es la estatura media
de los hombres?.

. Los puntajes de 20 alumnos en un curso de estadistica son: 50, 61,
60, 71, 73, 53, 54, 67, 67, 55, 54, 72, 76, 81, 83, 87, 44, 48, 67, T7.
Calcule el promedio 7, y la desviacién estandar s > 0 de la muestra.
Se pide calcular el porcentaje de alumnos cuya calificacion se ubica en
el intervalo indicado: (a) T+ s, (b) T+ 2s, (¢) T £ 3s.

. El curso de Estadistica posee tres pruebas cuyas ponderaciones son:
20, 25 y 30 por ciento. Por otro lado el promedio de controles posee un
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25 por ciento de ponderacion. Se sabe que en la Prueba 1 el alumno
obtuvo un 3.8, en la Prueba 2 un 3.9, y en el promedio de controles un
4.1. ;Que nota minima deberia obtener en la Prueba 3 para obtener
una Nota de Presentacion a Examen, mayor o igual a 4.0 ?.

Algunos de los ejercicios y datos anteriores han sido tomados del texto:
H.Allende, Probabilidades y Estadistica, UTFSM, 1983.



2.

UNIDAD 2

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD.

2.1.

TALLER, 2 de Abril

TEMAS: permutacion, combinatoria, probabilidad.

1.

2.2,

En un curso de 20 alumnos se quiere formar una directiva con 3 cargos:
presidente, secretario y tesorero. ;Cuantas directivas distintas es posible
constituir?.

Se quiere armar un PC. Para el chip se dispone de 2 marcas, para
el disco duro 4 marcas, para la memoria 3 marcas, y un conjunto de
accesorios en 5 tiendas locales, ;cuantas opciones de compra existen?.

. De cuantas formas distintas se puede responder una prueba de falso-

verdadero que consta de 9 preguntas?.

Se lanza dos veces una moneda, jcual es la probabilidad de que ocurra
al menos una cara?. ;Cual es la probabilidad de que se observe sélo
una cara?.

Se lanza un dado. Calcule la probabilidad de que se obtenga: (a) un
ndmero par, (b) un nimero divisible por 3, (¢) un nimero impar, (d)
un ndmero impar y un numero divisible por 3, (e) un nimero divisible
por 3 o un numero par.

Un curso de Célculo esta formado por 65 alumnos, de los cuales 10
son gedlogos, 15 quimicos, 30 mecéanicos, y 10 ambientales. El profesor
selecciona un alumno al azar. Se pide calcular la probabilidad de que:
(a) el alumno sea un gedlogo, (b) el alumno sea gedlogo o quimico, (c)
el alumno sea gedlogo, o mecanico o ambiental. Note que el alumno no
puede estar en dos o mas carreras a la vez.

TALLER, 9 de Abril

TEMA: Distribucién Discreta Binomial X ~ B(n,p).

1.

Calcular:

() (1) (2) = (5)+ (5)+ (5)+(5)



2. Evaluar y graficar la funcién:
s = (2 ) a/ora =167 0 1,23,45

3. Se lanza una moneda 7 veces. Calcular la probabilidad de observar cara:
(a) ninguna vez, (b) siete veces, (c) una vez, (d) cinco veces.

4. Se lanza un dado 9 veces. Se define como evento exitoso cuando se
obtiene el numero 5. Calcular la probabilidad de que el evento exitoso
ocurra: (a) ninguna vez, (b) nueve veces, (c) cinco veces.

5. Considere un respuesto especifico de una marca muy conocida de au-
tomévil. El que dicho respuesto dure méas de 8 mil kilémetros se con-
sidera un evento exitoso. La empresa sabe que historicamente de 100
automoviles en 20 ocurre el evento exitoso. Suponga una inspeccion
aleatoria de 15 automdviles. Se pide: (a) definir la v.a. discreta binomi-
al X ~ B(n,p), (b) calcular la probabilidad de que en ninguno de los
15 automoviles ocurra el evento exitoso, (c¢) calcular la probabilidad de
que el evento exitoso ocurra a lo menos en 5 automéviles.

6. Obtenga 5 ejemplos adicionales (y distintos a los ya presentados) de
v.a. binomiales, que correspondan a aplicaciones reales. En cada caso
identifique X, n, y p. Ademas, escriba la funcién f(z) respectiva. Para
esto puede consultar diversos textos de estadistica.

DEFINICION: considere un experimento aleatorio en donde observamos
si ocurre o no un evento particular que denominamos evento exitoso, o sea,
para el espacio muestral S se verifica que S = E U E° en donde, F denota
dicho evento ezitoso. Denotemos p = P(FE). Si el experimento aleatorio se
repite n = 1,2,3,... veces de manera completamente aleatoria e indepen-
diente, la v.a. X que cuenta el nimero de repeticiones en que ocurrié el
evento E, posee una distribucién discreta Binomial, y se anota X ~ B(n, p).
Ademas, la Funcién de Cuantia o de probabilidad esta dada por

fx)=P(X =2) = ( Z )pm — )"z =0,1,..,n.

Recuerde que < Z ) = (n+k'),k.



2.3. TALLER, 17 de Abril
TEMA: Distribucién Discreta Poisson X ~ P()).

Se dice que una v.a. posee una distribucién discreta de Poisson ssi su
funcion de cuantia estd dada por:

ATe=A
:x!

fx(x) = P(X =)

paraxz = 0,1,2,3,..., siendo A > 0 el parametro poblacional caracteristico
de esta distribucién discreta.

)

Interpretacién de \: suponga una unidad de medicién del tiempo, por
ejemplo, 1 dia. La v.a. Poisson X ~ P(\) cuenta del niimero de eventos que
ocurren en un dia. En este ejemplo, el parametro A representa el numero
promedio de eventos por dia. De este modo, y a modo de ejemplo, P(X = 3)
se lee como la probabilidad de que en un dia ocurran 3 eventos. En este sentido
la distribucion discreta Poisson requiere que la ocurrencia de cualquier evento
sea independiente del tiempo transcurrido desde el ultimo evento.

1. Durante un experimento de laboratorio el niimero promedio de particu-
las radioactivas que pasan a través de un contador en un milisegundo
es 4. ;Cudl es la probabilidad de que 6 particulas entren al contador en
un milisegundo dado?.

2. El nimero promedio de camiones-tanque que llega cada dia a cierta
ciudad portuaria es 10. Las instalaciones en el puerto pueden manejar
a lo mas 15 camiones-tanque por dia. ;Cudl es la probabilidad de que
en un dia dado los camiones se tengan que regresar?.

3. El estudio de un inventario determina que, en promedio, las demandas
de un articulo particular en un almacén se realizan 5 veces al dia.
Calcular la probabilidad de que en un dia dado se pida este articulo:
(a) més de 5 veces, (b) ninguna vez.

4. Una secretaria comete dos errores por pagina, en promedio. Calcule la
probabilidad de que en la siguiente pagina cometa: (a) 4 o méas errores,
(b) ningun error.

5. En ciertas instalaciones industriales los accidenes ocurren con muy poca
frecuencia. Se sabe que la probabilidad de un accidente en cualquier dia
dado es 0.005 y los accidentes son independientes entre si. (a) Calcule
la probabilidad de que en cualquier periodo dado de 400 dias ocurra



un accidente en un dia, (b) calcule la probabilidad de que hayan a lo
mas tres dias con un accidente. Ayuda: para n suficientemente grande
y p pequeno...Bin(n,p) ~ P(np).

2.4. TALLER (30 de Abril, 7 de Mayo, 14 de mayo)

Definicion (funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.)): se dice que una
variable aleatoria X es continua ssi existe una funcion real de variable real:
fx, con las siguientes propiedades:

(a) Para cada x € R: fx(x) >0,

(b) |7 fx(x)de =1,
(c)Pla< X <b)= [ fx(x)dz.

La fdp fx cumple el rol de caracterizar el comportamiento probabilisti-
co de la poblacién. Por lo mismo es un objeto propio de la poblacién y no
de la muestra. Usualmente la funciéon fx contiene uno o més parametros
poblacionales los cuales deben ser estimados utilizando procedimientos de
Inferencia. En cualquier caso, y para toda distribucién o dicreta, se calculan
dos medidas caracteristicas de la poblacion: una de centro y una de disper-
sién, las cuales se definen a continuacion:

Definicion (Valor Esperado y Varianza de una Variable Aleatoria): sea X
una v.a. continua, con fdp fx dada. Se definen:
(a) El Valor Esperado de X o Esperanza de X como

4= E[X] = / rfx(@)dz,

(b) La Varianza de X como o* = Var[X] = E[(X — E[X])?].

2.4.1. Distribucién Continua Normal X ~ N(u,o?).

En el caso de la distribucién Normal con media p y varianza o2 la funcién
de densidad de probabilidad (se anota fdp usualmente) esta dada por

1

2ro

T—p

e2(%5 )2,1' €R.

Ix(z) =

Ante la dificultad de calcular analiticamente la integral [ e~ dx se re-
curre a la distribucién normal estandar Z ~ N(0, 1) utilizando la transfor-
macion



Especificamente,

Pa<X<b) =P Pzl gt g H)
o o o o
en donde ®(z) = P(Z < z) = P(—00 < Z < z) es la funcién de distribu-
cion acumulada de la v.a. Z, esto es, su evaluacién entrega el area bajo la
curva normal estandar desde menos infinito hasta el punto en que se evaluia.
Para obtener el valor numérico de ®(z) para un cierto z dado se utilizan
tablas previamente construidas.

Se pide resolver los siguientes ejercicios que utilizan la distribucién Nor-
mal.

1. Dada una v.a. X que posee una distribucién N (50, 100) calcule la prob-
abilidad de X asuma un valor entre 45 y 62.

2. Dada una v.a. X que posee una distribucién N (300,50%) calcule la
probabilidad de X sea mayor o igual a 362.

3. Una empresa de material eléctrico fabrica ampolletas cuya duracién
se distribuye como una Normal con una media de 800 horas y una
desviacion estandar de 40 horas. Calcular la probabilidad de que una
ampolleta se queme entre 778 y 834 horas.

4. Un investigador reporta que una cierta poblacion de ratones vivira en
promedio 40 meses cuando sus dietas se restringen drasticamente y
después de enriquecen con vitaminas y proteinas. Suponiendo que la
vida de dichos ratones se distribuye Normal con desviacién estandar
6.3 meses, calcule la probabilidad de que un ratén perteneciente a esta
poblacién viva: (a) mas de 32 meses, (b) menos de 28 meses, (c) entre
37 y 49 meses.

5. Los CI de 600 aspirantes de cierta universidad se distribuye Normal con
una media de 115 y una desviacién estandar de 12. Si la universidad
requiere un CI de al menos 95, jcudntos de estos estudiantes serdn
rechazados sobre esta base sin importar sus otras calificaciones?.



6. Una maquina expendedora de bebidas gaseosas se regula para que sir-
va un promedio de 200 mililitros por vaso. Si la cantidad de bebida se
distribuye Normal con una desviacién estandar igual a 15 mililitros.

(a) ;Qué fraccion de los vasos contendra mas de 224 mililitros?.

(b) ;/Cual es la probabilidad de que un vaso contenga entre 191 y 209
mililitros?.

(¢) ;Cudntos vasos probablemente se derramaran si se utilizan vasos de
230 mililitros para las siguientes 1000 bebidas?.

(d) ;Por debajo de qué valor obtendremos el 25 % mas pequeno de las
bebidas?.

2.4.2. Distribucién Continua Uniforme en [A, B]: X ~ U(A, B).

La distribucién Uniforme posee una fdp dada por: fx(x) = six €
[A,B]y fx(z)=0siz < Abéx>B.

Se anota: X ~ U(A, B). Ademas,

1
B-A>

A+ B B — A)?
,LL:E[X] = 5 ,O'QZVCLT[X] = %

No obstante la simplicidad algebraica la distribucién uniforme posee di-
versas aplicaciones.

Aplicacidén: considere una v.a. en que el resultado del experimento aleato-
rio puede ser cualquier valor numérico en el intervalo [A, B], es decir, las
infinitas posibilidades son igualmente probables.

1. La linea de locomocién colectiva en Temuco Siete Variante llega cada
10 minutos al paradero del Campus Norte. Suponga que el tiempo de
espera de un aplicado y esforzado estudiante se distribuye de manera
uniforme en el intervalo [0min, 10min]. Se pide calcular la probabilidad
de que: (a) el estudiante tenga que esperar mas de 7 minutos, (b) el
estudiante tenga que esperar entre 2 y 7 minutos.

2.4.3. Distribucién Continua Gamma X ~ G(«, 3).

Esta distribucién posee una fdp dada por

1
fx(xia,B) = zotemo/P

~ feT(a)




para z > 0,y fx(z;a,5) = 0 para x < 0. Ademads, los pardmetros pobla-
cionales deben ser tales que: @ > 0y 8 > 0. Recuerde que la funcion Gamma
I' esta definida para a > 0 como

Una propiedad relevante de la funcion Gamma, por la cual se le denomina
factorial generalizado es que si a > 1:

[Na)=(a—1'(a—1).

En particular si o € N:
['a) = (a—1).
Se anota: X ~ G(«, 5). Ademas,

p=E[X]=aB, o =Var[X] = af’.

Aplicacién: considere una v.a. en que se observa el tiempo transcurri-
do hasta que ocurra un nimero especifico de eventos Poisson. Bajo ciertas
condiciones ideales dicho tiempo aleatorio se puede modelar a través de una
distribuciéon Gamma G(«, 3), en donde, el parametro « se puede interpretar
como el nimero especifico de eventos Poisson, y el parametro 3 se puede

identificar con el parametro A de una distribucién discreta Poisson, a través,
_1
de 8 = 5.

1. Suponga que el nimero de llamadas telefénicas que llegan a un con-
mutador particular se comporta segiin un proceso de Poisson con un
promedio de 5 llamadas entrantes por minuto. ;Cudl es la probabilidad
de que transcurra a lo méas 1 minuto hasta que lleguen 2 llamadas al
conmutador?.

R: en este caso la v.a. X se define como tiempo (min) que transcurre
antes de que lleguen 2 llamadas, y los valores de los parametros son
a=2 A=5,y 8 =1/5. El ejercicio consiste en calcular P(X < 1).

2. En cierta ciudad el consumo diario de agua (en millones de litros)
sigue aproximadamente una distribucién gamma G(2,3). Si la capaci-
dad diaria de dicha ciudad es 9 millones de litros de agua, ;cudl es la
probabilidad de que en cualquier dia dado el suministro de agua sea
inadecuado?.
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3. En cierta ciudad, el consumo diario y energia eléctrica, en millones
de kilowatts-hora, es una v.a. X que tiene una distribucion gamma
G(a, B) con media p = 6 y varianza o = 12. Se pide: (a) calcular los
valores de los pardmetros o y 3, (b) calcular la probabilidad de que en
cualquier dia dado el consumo de energia diario exceda los 12 millones
de kilowatts-hora.

4. Suponga que el tiempo, en horas, que toma reparar una bomba de calor
es una v.a. X ~ G(2,1/2). Calcular la probabilidad de que la siguiente
llamada de servicio requiera: (a) a lo mds una hora para reparar la
bomba de calor, (b) a lo menos 2 horas para reparar la bomba de calor.

2.4.4. Distribucién Continua Exponencial X ~ exp(f).

La distribucion exponencial corresponde a un caso particular de la dis-
tribuciéon Gamma para o = 1, esto es, X ~ exp(f) equivale a X ~ G(1, ).
Por lo tanto, la fdp de una v.a. exponencial, para x > 0, esta dada por

fx(z) = %ex/[?’

y para z < 0: fx(x) = 0. Se anota: X ~ exp(). Ademas,

p=E[X]=p,0"=Var[X] =

Aplicacién: considere una v.a. en que se observa el tiempo transcurrido
hasta que ocurra un primer evento Poisson. Bajo ciertas condiciones ide-
ales dicho tiempo aleatorio se puede modelar a través de una distribucién
Exponencial exp(8), en donde, el pardmetro 5 corresponde al tiempo medio
de espera o entre fallas y se puede identificar con el pardmetro A de una
distribucién discreta Poisson, a través, de § = %

1. La longitud de tiempo para que un individuo sea atendido en una

cafeteria se distribuye exponencial con una media de 4 minutos. ;Cudl
es la probabilidad de que una persona sea atendida en menos de 3 min-
utos, en al menos 4 de los siguientes 6 dias?.
R: en este caso la v.a. X se define como tiempo de espera hasta ser
atendido, y bajo ciertas condiciones ideales se puede asumir que X ~
exp(f =4). Sean p = P(X < 3) y n = 6. Asumiendo que los 6 dias son
independientes entre si, en relacion al comportamiento de X, y que la
probabilidad p se mantiene constante, la v.a. Y: numero de dias en que
X < 3, se distribuye binomial Y ~ Bin(6,p). Por lo tanto, el ejercicio
se reduce a calcular P(Y > 4).
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2. La vida en anos de cierto interruptor electrico tiene una distribucion
exponencial con vida promedio § = 2. Si 100 de estos interruptores se
instalan en diferentes sistemas, ;cual es la probabilidad de que a lo méas
30 fallen durante el primer ano?.

3. La vida de cierto tipo de dispositivo tiene una tasa de falla anunciada
de 0,01 por hora. La tasa de falla es constante y se puede asumir bajo
condiciones ideales una distribucién exponencial exp(f). Se pide: (a)
calcular el tiempo medio de operacién antes del fallo, (b) calcular la
probabilidad de que pasen 200 horas antes de que se observe una falla.

Fuente: R.E.Walpole, R.H.myers, S.L.Myers, K.Ye, Probabilidad y es-
tadistica para ingenieria y ciencias, Sva edicion, Pearson, 2007.
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3. UNIDAD 3

INFERENCIA ESTADISTICA.

3.1. Estimacién puntual y por intervalos para una N(u, o?).

En los siguentes ejercicios usted puede asumir que la variable aleatoria
continua posee una distribucién N(u,o?). Se considera la estimacién de p

con o2 conocido y o desconocido. También se considera la estimacién de o?.

1. La concentracién promedio de zinc que se obtiene a partir de una mues-
tra de mediciones de zinc en 36 sitios diferentes es 2.6 gramos por
mililitro. Encuentre un intervalo de confianza de un 95 % para la con-
centracion media de zinc en el rio. Suponga que o = 0,3.

2. El contenido de 7 contenedores similares de acido sulfurico es: 9.8, 10.2,
10.4, 9.8, 10.0, 10.2, 9.6, litros. Encuentre un intervalo de confianza de
95 % para la media de dcido sulfirico de todos los contenedores.

3. Los siguientes son los pesos, en decagramos, de 10 paquetes de semillas
de césped distribuidas por cierta compania: 46.4, 46.1, 45.8, 47.0, 46.1,
45.9, 45.8, 46.9, 45.2, 46.0. Encuentre un intervalo de confianza de 95 %
para la varianza de todos los paquetes de semillas para cesped que
distribuye esta compania.

4. Una muestra aleatoria de 20 estudiantes obtuvo una media de 72 y
una varianza de s? = 16, en un examen universitario de colocacién de
mateméticas. Construya un intervalo de confianza de un 98 % para pu
y o

5. Una empresa de material eléctrico fabrica bombillas de luz que tienen
una duracién que puede suponerse Normal, con una desviacion estandar
poblacional de 40 horas. Si una muestra de 30 bombillas tiene una
duracién promedio de 780 horas, encuentre un intervalo de confianza de
96 % para la media de la poblacién de todas las bombillas que produce
esta empresa.

6. Una maquina produce piezas metélicas de forma cilindrica. Se toma una
muestra de las piezas y los didmetros son: 1.01, 0.97, 1.03, 1.04, 0.99,
0.98, 0.99, 1.01, 1.03, centimetros. Encuentre un intervalo de confianza
de un 99 % para el didmetro medio de las piezas de esta maquina.
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3.2. Pruebas de Hipétesis para una N(u,o?).

Definicién: una hipotesis estadistica es una aseveracion o conjetura con
respecto a una o mas poblaciones.

La estructura de la prueba o test de una hipotesis se formula usando el
término hipdtesis nula (se anota Hy), el cual se refiere a cualquier hipdtesis
que deseamos probar. El rechazo de H, conduce a la aceptacion de una
hipdtesis alternativa (se anota H;). Generalmente, H; representa la pregunta
que debe responderse, la teoria que debe probarse, y por ello, su especificacion
es muy importante. Por otro lado Hy anula o se opone a H; y usualmente es
el complemento logico para H;.

Las conclusiones a las que deberia llegar el analista son:

» Rechace Hy a favor de Hy debido a evidencia suficiente en los datos.

» Rechace Hy debido a evidencia insuficiente en los datos.

Note que las conclusiones no implican una aceptacion formal y literal de
Hy, cuyo enunciado usualmente representa el status quo contrario a una nue-
va idea o conjetura representada por H;.

El Estadistico de Prueba es la magnitud sobre la cual se basa la decision
final. Depende de la muestra aleatoria, y usualmente se traduce en un valor
numérico concreto.

La Region Critica es un subconjunto de los niimeros reales, con la propiedad
de que si el valor numérico del estadistico de prueba pertenece a este conjun-
to la hipdtesis nula es rechazada.

El Nivel de Significancia (se anota «) es la probabilidad de que el es-
tadistico de prueba pertenezca a la region critica, o sea, la probabilidad de
rechazar la hip6tesis nula cuando es verdadera (error tipo I).

Sea x1,xs,..., T, una muestra aleatoria proveniente de una distribucion
normal N(u,0?), o en general el valor del tamafio muestral es lo suficiente-
mente grande (n > 30). En lo que sigue se consideran las siguientes pruebas
de hipédtesis:

Para p con o2 conocido.
Para 1 con o2 desconocido.
Para o2.
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3.2.1. Prueba para p con varianza o conocida.

Considere las hipotesis nula y alternativa:
Hy : o= po versus Hy @ # pp.

Sea z,/2 > 0, valor critico, proveniente de una N(0,1) tal que:

X — o
o/v/n
T—po

Sea z = ol el estadistico de prueba.

P(—Za/g < < Za/g) =1-oa.

Si —2za/2 < 7 < Z4/2 1O se rechaza Hy.
Siz < —24/2 6 2472 < z se rechaza Hy.

Si la hipdtesis alternativa se formula como Hi : p > po la region critica
es z > 2,.

Si la hipdtesis alternativa se formula como H; : p < pg la regién critica
es 2 < —24.

15



Ejemplo 1: un fabricante de equipo deportivo desarrollé un nuevo sedal
para pesca sintético que afirma que tiene una resistencia media a la rotu-
ra de 8 kilogramos con una desviacién estandar de 0.5 kilogramos. Prueba
la hipétesis de que p = 8 kilogramos contra la alternativa de que u # 8
kilogramos. Para tal efecto se toma una muestra aleatoria de 50 sedales y
se encuentra que tienen una resistencia media de 7.8 kilogramos. Utilice un
nivel de significancia de 0.01.

Hy:p=8
Hl:u%S
a = 0,01

Region Critica: z < —2,575 6 z > 2,575, con z,/2 = 2,575.

T="738
n = 50
z=T0 — 188 _ _9g3

o/v/n — 0,5/V/50

Decisién: se rechaza Hy.
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3.2.2. Prueba para u con varianza ¢? desconocida.

Considere las hipotesis nula y alternativa:

Hy : o= po versus Hy @ # pp.

Sea tq/2n—1 > 0, valor critico, proveniente de una distribucién ¢ de Stu-
dent, tal que:

X — 1o
P(—tajon1 < —— <tapon-1)=1—a.
( /2’ 1 S/ﬁ /27 1) Q

Sea t = f/_\‘/% el estadistico de prueba.

Si —taj2n—1 <t <ty2,—1 DO se rechaza H,.
Sit< —toé/gyn_l o toa/27n—1 < t se rechaza Hy.

Si la hipdtesis alternativa se formula como H; : p > po la regién critica
est>1loyn-1-

Si la hipdtesis alternativa se formula como H; : p < po la regién critica
est < —tan_1.
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Ejemplo 2: el Instituto Eléctrico Edison publica cifras del niimero anu-
al de kilowatts-hora que gastan varios aparatos electrodomésticos. Se afirma
que una aspiradora gasta un promedio de 46 kilowatts-hora al ano. Si una
muestra aleatoria de 12 hogares que se incluye en un estudio planeado indi-
ca que las aspiradoras gastan un promedio de 42 kilowatts-hora al ano con
una desviacién estandar de 11.9 kilowatts-hora. Con un nivel de significancia
de 0.05, ;esto sugiere que las aspiradoras gastan, en promedio, menos de 46
kilowatts-hora anualmente?. Suponga que la poblacion obedece una ley Nor-
mal.

Hy: p=46 k-h
Hy:p <46 k-h
a = 0,05

Regién Critica: t < —1,796 con 11 grados de libertad.

7 =42 k-h

s=11,9 k-h

n=12

t=To — 42246 _ 1 16,

T s/ T 119/v/12

Decision: no se rechaza H,.
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3.2.3. Prueba para o°.
Considere las hipotesis nula y alternativa:
Hy : 0% = o} versus H; : 0% # of.

Sean x? fon—1 > 0y x2 o1 > 0 valores criticos, proveniente de una
distribucién x2_; tal que:

(n—1)s?

P(Xi-a/2n-1< 3 < Xajom-1) =1 —@
09
Sea x? = ("_0—982 el estadistico de prueba.
0

L2 2 L2 2
Six® < Xi-a/2n-1 O Xajan-1 < X° s€ rechaza H,.

Si la hipétesis alternativa se formula como Hy : 0% > o2 la regién critica
2 2
e X" > Xan—1-

Si la hipdtesis alternativa se formula como H; : 02 < of la regién critica

2 2
es x° < Xl—a,n—l'
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Ejemplo 3: un fabricante de baterias para automoévil afirma que la du-
racion de sus baterias obedece una ley normal con una desviacion estandar de
0.9 anos. Si una muestra aleatoria de 10 de tales baterias tiene una desviacién
estandar de 1.2 anos, ;existe evidencia para considerar ¢ > 0,9 anos?. Utilice
un nivel de significancia de 0.05.

Hy:0?=0,81
H,:0%>0,81
a = 0,05

Regién Critica: x* > x2 ¢ = 16,919.

5?2 =144

n =10

X* = % = 16,0.

Decisién: no se rechaza Hy.

Practica Adicional: se invita al estudiante a revisar otros ejemplos en
la literatura disponible, y a profundizar en el significado conceptual, limita-

ciones y alcances, del procedimiento estadistico para probar una hipétesis.

Fuente: R.E.Walpole, R.H.myers, S.L.Myers, K.Ye, Probabilidad y es-
tadistica para ingenieria y ciencias, Sva edicion, Pearson, 2007.
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4. UNIDAD 4

REGRESION LINEAL SIMPLE

4.1. Motivacién

Considere una variable aleatoria Y y una variable X cuyo valor es con-
trolable. El problema consiste en determinar en qué medida la variabilidad
observada en Y se puede explicar a través de X.

Por ejemplo,

(1) se conoce la estatura del progenitor (X) y se quiere estimar la estatura
que tendréd uno de sus hijos (Y),

(2) se conoce la estatura de un nifio de 2 anos (X), y se quiere estimar la
estatura ge tendra en su edad adulta (Y),

(3) se conoce el puntaje PSU-matemética (X) de un estudiante de Algebra,
y se quiere estimar su Nota Final en Algebra (Y),

(4) se conoce la temperatura (X) de un cierto aceite y se quiere estimar su
viscosidad cinematica (Y'),

(5) se conoce el % de reduccién de sélidos (X) y se quiere estimar la demanda
de oxigeno quimico (en %) (Y),

(6) se conoce la fuerza del brazo (X) de un individuo y se quiere estimar el
levantamiento dindmico (Y),

(7) se conoce la temperatura (X) y se quiere estimar la cantidad de azicar
convertida (Y),

(8) se conoce la tension normal (X) y se quiere estimar la resistencia al corte
(Y)7
(9) se conocen los costos de publicidad (X) y se quieren estimar las ventas
(Y>7

(10) se conoce la cantidad de lluvia diaria (X) y se quiere estimar las particu-
las removidas (Y),

(11) etc...

4.2. Modelo Estadistico

Considere un conjunto de n = 3,4, ... observaciones para X e Y las cuales
denotaremos como:

{(1’1, y1)7 (x% y2>7 A ('Tm yn)}

En un modelo de regresién lineal simple se postula una relacion funcional
del tipo
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Yi =Yt e =mz; +b+ e
endonde i =1,...,n, §; = mx; +b, m y b estimadores minimo cuadrdticos
de la pendiente m e intercepto b de la linea recta que se calculan como:

4 > (@i —T)(yi — ) _n Do Tili = D Ti )i Yi

m = )

> i (v — ) a ny i — (O vi)?

b=7y—mz.
Los valores numéricos m y b se obtienen minimizando la funcién suma
del cuadrado de los errores: e; = y; — y;, 1 =1,2,...,n,

Stmb) =3¢ = Sy i — B
=1 =1

para lo cual se sigue el procedimiento usual del Calculo Multivariado para
funciones que dependen de dos variables independientes.

4.3. Calidad del Ajuste

Para medir la bondad del ajuste se utiliza el coeficiente muestral de de-
terminacion r? o el coeficiente de correlacion muestral r, definido como

nY wy — () (X v)
[~ () S~ (w7

en donde todas sumatorias son sobre ¢ = 1,...,n.

r =

El coeficiente r? cuantifica el porcentaje de la variabilidad observada en
Y, respecto a su media, que logra ser explicada por el modelo de regresion.

El coeficiente r cuantifica el grado de linealidad de los datos en relacién
al modelo propuesto.

Se puede demostrar que: —1 < r < 1.
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4.4. Ejercicios

Para cada uno de los siguientes conjuntos de datos se pide:

Calcular i y b.

Calcular r y 2.

En cada item comente los valores numéricos y los graficos obtenidos.

DATOS

1. Dada la temperatura de un cierto aceite, se desea poder estimar su
viscosidad cinemaética a través de una modelo de regresion lineal para

Graficar los errores {e;;i =

1.

Calcular los errores e; = y; — 9;,1 =

,n}.

Graficar los puntos {(z;,v;),7 = 1,n}.

1,2, ...

, 1.

lo cual se disponde del siguiente conjunto de datos.

Graficar la recta §j = ma + b en el mismo gréfico obtenido en (1).

TPe]

20

40

60

80

100

120

v|centistokes]

220

200

180

170

150

135
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2. Dada la medicion estatica de la fuerza de un brazo, se desea poder eval-
uar su influencia sobre las caracteristicas de levantamiento dindmico de
cierto individuo. Veinticinco individuos se sometieron a pruebas de for-
taleza y luego se les pidié que hicieran una prueba de levantamiento
de un peso, en que éste se elevaba en forma dinamica por encima de la
cabeza.

Individuo | Fuerza del Brazo | Levantamiento Dindmico
1 17.3 71.7
2 19.3 48.3
3 19.5 88.3
4 19.7 75.0
5 22.9 91.7
6 23.1 100.0
7 26.4 73.3
8 26.8 65.0
9 27.6 75.0
10 28.1 88.3
11 28.2 68.3
12 28.7 96.7
13 29.0 76.7
14 29.6 78.3
15 29.9 60.0
16 29.9 717
17 30.3 85.0
18 31.3 85.0
19 36.0 88.3
20 39.5 100.0
21 40.4 100.0
22 44.3 100.0
23 44.6 91.7
24 50.4 100.0
25 55.9 71.7
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3. Se realizé un estudio sobre la cantidad de azdcar convertida en cierto
proceso a distintas temperaturas. Dada la temperatura se desea estimar
el azucar convertida:

Temperatura | Azicar Convertida
1.0 8.1
1.1 7.8
1.2 8.5
1.3 9.8
1.4 9.5
1.5 8.9
1.6 8.6
1.7 10.2
1.8 9.3
1.9 9.2
2.0 10.5

4. Un comerciante al detalle realizé un estudio para determinar la relacion
que hay entre los gastos de la publicidad semanal y las ventas. Encuen-
tre la ecuacién de regresion para pronosticar las ventas semanales a
partir de los gastos en publicidad.

Costos de Publicidad | Ventas
40 385
20 400
25 395
20 365
30 475
50 440
40 490
20 420
50 560
40 525
25 480
50 510
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4.5. Modelos de Regresion No Lineales

Existen conjuntos de datos que presentan un patréon claramente no lineal,
los cuales, sin embargo, luego de ser transformados presentan una tendencia
lineal.

La siguiente tabla presenta los principales ejemplos:

Nombre Modelo Transformacion
Exponencial | y = ae® y* =Iny
Potencia y=oaz® |y =logy;z* =logx
Reciproco |y =a+ B% x*=1/x
Hiperbdlico | y = & vy =1/y;a*=1/x

EJEMPLOS

1. Seregistra la presiéon P de un gas que corresponde a distintos voliimenes
V. La ley del gas ideal estda dada por PV7 = (C'. Se pide estimar las
constantes C'y v, utilizando un modelo de regresion. Los datos son los
siguientes:

V[em®] | 50 | 60 | 70 | 90 | 100
Plkg/em? | 64.7 | 51.3 | 405 | 25.9 | 7.8

2. Un investigador reporta los datos tabulados a continuacion de un exper-
imento para determinar la tasa de crecimiento de bacterias K [per — d|,
como funcién de la concentracién de oxigeno c[mg/L]. Se sabe que di-
chos datos pueden modelarse por medio de la siguiente expresion

C2

K = Kmam T oo
cs + 2

con K, v ¢s constantes. Los datos son

c 0510815 ]25| 4
K|11]24]53]76]89

Se pide obtener los estimadores minimo cuadraticos de los pardmetros
Ko v ¢s. Efectiie un completo andlisis grafico.
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